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TABLE DES MATIERES



Premiere partie

Lexique






— Diagonalisation :
e recherche de la solution a un probleme physique
e opérateur : description action physique (ex : déplacement)
e fonctions propres : solutions décrivant [’objet
e valeurs propres : coefficients multiplicatifs de la solution

— Diagonalisation simultanée :
e deux problemes qui peuvent étre décris indépendamment 1'un de
lautre
e les hypotheses la permettent, les petits détails ne la permettent pas

— Construction d’un opérateur :

v
corde : \g = L, wg = 27—
Ao

)\0 (%

Ap = wy = 27—

" 41 " An

On passe du premier au deuxieme ordre : par récurrence, on construit

I'opérateur

= tous les états sont discrets
= on peut standardiser plus facilement les solutions (ici : base semi-

infinie)

fondamental : niveau minimum d’énergie = minimum et maximum
—
pour L






Deuxieme partie

Cours






Chapitre 1

Moment Angulaire

Opérateur : J; [Jp, Jy| =J,, [Ji,J;] = ZZEi]’me
m
On peut mesurer simultanément J? et Jx — typiquement J,
Ji = Jp £y
Valeurs propres : |j, m) états propres
J2gm) = j(j + D)lj.m)

Jzj;m) = mlj,m)

Jiljm) = /(G +1) —m(m+1)|j,m+1) Jilj, ) =0

J_ljm) =~/3( + 1) —m(m+1)]j,m —1) J_|j,—j) =0

('m! [T g.m) = G5+ 1)85, 0 0m e

<j,a m' |<]z’]7 m> = méj,j’(sm,m’

(', [Je| j,m) = /3G + 1) — m(m £ 1) 60 St (mes1)

Rotation : R(0, ) = R:(¢) Ry(8)
Attention : pas de commutation entre les rotations
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10 CHAPITRE 1. MOMENT ANGULAIRE

U[R(8, )] = e = e7%/v : opérateur de rotation

/ efusz e*l@.]y

J»m)

DY) [R(0,¢)] = ¢ ?dY) ()

avec dfj)m(G) = (j,m/ |e7%v| j, m)

= on ne peut pas sommer les rotations selon y, selon z on peut :

d( ) 91 +02 de m// 62 ) (91)

Représentation irréductible : la plus simple possible (dans la bonne base)

1.1 Rotation de 27

(G, U [R(0, @)l j,m) = (§,m" |U [R(2m)]| j, m)

_ eleﬂmém’m/ = Om,m! si j entier
—Zrm g m = —Omm sij demi-entier

si j est demi-entier, il faut faire 47 pour revenir a I’état initial

Que se passe-t-il a la fonction d’onde sous une rotation de référentiel 7

= Rotation autour de 2 : z,y,2 — 2/, v/, 2/
2 =x cosp—ysing

y =z singp+y cosp

zZ =z



1.2. FONCTIONS D’ONDE : HARMONIQUES SPHERIQUES

Y (r) =¢(R7'r)
rotations infinitésimales

UlR.(p)] = e > ~T—1pl,
[((I—0.) ¥(r)] = ¥(z + yo, —pz + y, 2)

dy 0y
~(r) + PYor ‘p”ﬂ?y

0
oz,y

Rappel : Py, = —h

= [([[— w0 )2) ¥(r)] = ¥(r) +uply.Pe — x.Py] (r)

[sz] (ﬁ) = [(Xpy - YPZB) ¢] (f)
L,

(4] (r) = [L29] (r)

Si on fait une rotation de 27, on retombe sur le méme état
= fonction d’onde paire
= j est entier.

L a les mémes propriétés que J pour j entier.

0
LZ = —Z%

11

1.2 Fonctions d’Onde : Harmoniques Sphériques

V"0, ) = Y"(7) = (F[l,m)

o [L2Y™(0, )] = (PIL*|l,m) = I(l+ 1)Y;™(6, ¢)
o [L.Y™(0,0)] =mY™(0,¢)

0 m m N
—Z%Yl =mY"(0,¢(7)

= Y"(r) = e " f"(0) = factorisation des angles



12 CHAPITRE 1. MOMENT ANGULAIRE

Rotateur sphérique :

e Moment d’inertie : [ = /u”g , 1t : masse réduite, rg : distance au centre
de masse

e w : vitesse de rotation

1 Iw)?>  p?
Hd“:2[w2:<21) T ol
L? I(1+1 [+1
Hy=55 hi= (21 )’ Br = B ===

Propriétés des Y, (7)

— Base sur la sphere de r = 1

[ [y 6.0)] 170,00 = S

d) = sin 0 df dyp = dr

— Développement possible de toute fonction sur les Y;™(7)

1
—1=0,Y0(0,0) = —— scalaire
4
3 3 .
7l:1’}/11(97gp): ECOSQZ 77_[_0
3
Yli(H, ©)=F 3 eT¥sing =/ — 1’
T

7 = (sin @ cos p, sin # sin ¢, cos ¢

~—



Chapitre 2

Désintégrations

C—-A+B en général
A" — A+~
A* . état excité
A : état non excité # état fondamental
~ : photon

2.1 Invariances du Hamiltonien

— rotation (du repere dans lequel on le décrit)
— parité : II(x) = —x (vrai pour toutes les directions)

Définitions :
¥y = ef’LﬂJy

* Y=Y =e NIl = Ile v réflexion séculaire

Y LLY =—J,
VLY = —J=

On veut connaitre la fonction d’onde et au lieu de la chercher, on modifie
les opérateurs car on connait la fonction d’onde.

Joo=Jo  Jyody  Je=JoEad,

= Jp— —Jr et LY =-YJ, et Ji¥=-YJ;

J, (Y|j,m)) = =Y J.|j,m) = —mY|j,m)

w(jm

Y]j,m>:e )’37_m>

13



14 CHAPITRE 2. DESINTEGRATIONS

Procédure : passage d’'un état au précédent et suivant

Ti (Y]j,m)) = 0™ 1. |j,—m) = @°Um /3G 1 1) — m(m + 1) |j, —m-+1)

= —YJ |jm) = =i +1) —m(m—1)Y|jm—1)
= Vi + 1) —m(m = 1) 0], —m 4 1)

Za(jam) — _ela(jzmil)

e regle pour le changement de phase

v2 1 Y2|j, m> _ eza(j,m)eza(j,m—l) |‘77 m>
— (_1)2m621a(j,m) ’]7 m)

= (=1)¥|j,m)

621a(j,m) — (_1)2(jim)

eza(j,m) _ (_1)j:tm

si j entier, on a le méme résultat
si j demi-entier, alors on a un résultat différent, et on veut le positif

donc e Um) — (—1)74_m

Y|ja m> = (_1)j_m|j7 _m>
Y7 j,m) = (=17, —m)

YILY = —J
Jp Edy = —Jp Fudy
Voir inversement de la polarisation électro-magnétique par réflexion.

= inversion de I'axe de quantification par réflexion



2.2. RAPPELS : POLARISATION 15
2.2 Rappels : polarisation

=
V2

G) = \gum —ly))

D) [l2) +2ly))

|0) = cos b |x) +sind |y)
|601) = —sinf|z) 4+ cosf|y)

Projecteurs : P, = [1 0] P, = [O O} [Py, P)] =0,[0,0,] =0

00 01
cos? 6 sin 6 cos 6 cos? 6 —sinfcosf
[Pf’ 0] #0, Py= [sin@ cos b sin? 6 } » Fo = [— sin @ cos sin? 6

1{1 — 11
PD_2|:Z 1]’ PG_2[—1 1]

Pp|D) = |D), Po|G) = [G)

¥, =Pp—Pg = [(z] BZ} : rotation spéciale autour de 2 = J,
0 —¢ —1 |1 1 |1
o= ) S 5l =l =
2G) = —[G)

Les états |G) et | D) sont les états propres du moment angulaire intrinseque
du photon.

(—0)° (—0)°

exp {—103.} ~ [ — 0% + ~—, 24 2 ¥4
. 0 —2 2 1 0 .
orEZ—[Z O]’ EZ_[O 1}—]I
_92 _93
exp{—z@Zz}:H—zQEZ—i—(;)Eg—i—(;)Zg—l—...

—1 <1 + (_;!9)2 + (_f)4 T > + 3, <_12|0 + (_;9)3 . )



16 CHAPITRE 2. DESINTEGRATIONS

=cosfl —1sinf X,

# —sinf . L . ..
e — [ZTE 9 czlsne } : rotation générique de 6 autour de Z pour la polarisation d’un photo

e [z) = |9)

e ly) = 16.)

eszEZ‘D> — 67z9|D>
6—10EZ|G> — 610|G>

le spin du photon est équivalent au moment angulaire

Vecteur azial ou pseudo-vecteur : résulte d’un produit vectoriel (exemple :
N

B)
TANY=2
TA(=9)=-2
Le moment angulaire (spin du photon) est un vecteur axial car il change de
signe.

Correspondance entre Yy «—— J,
= spin = moment angulaire — pseudo-vecteur

+1
A priori :m = 0 hélicité : projection sur 'axe de propagation
-1

Identification : |[D) = |j =1,m =1) =|1,1)  photon
G)=1i=1Lm=-1)=[L1)

angle de propagation parallele a 2

On s’attend a trois états.

On va montrer que les photons (les particules de masse nulle en général) ne
peuvent prendre que les valeurs extrémales de m.

L’Hamiltonien permet aux photons de prendre ces deux valeurs.

= le photon ne peut pas étre polarisé rectilignement

I’état de polarisation rectiligne correspond a une superposition d’états.



2.3. TRANSITION

|D), |G) : base ?
Yig) = —[z)  Yly) =ly)

YD) =T [f<:c>+z|y>>} =5 )+ = 16)

Y|G) =|D)

donc {|G),|D)} est une base
Y’D> = Y’L 1) = (1)1_1‘17 _1> = ‘17_1>
Y|G) =YL, -1) = (-1 VL 1) = [1,1)

. Ty £ty . n [ 3 1y Eary
| >7‘ > T+ \/i r+ 1 + Ar \/i

2.3 Transition

AY— A+~

AY — Jajam
A— J/ajlvm,
) Z2:717:u

Conservation du moment angulaire :
J=J+S+L

L : moment orbital du spin.

Projection selon z : m =m/ + u +my

Remarque : m; = 0 toujours.

1. 2T = ¢'P% invariance par rotation autour de Z.

— représentation du photon : onde plane se propageant selon 2.

= on ne considére que S pas L

17



18 CHAPITRE 2. DESINTEGRATIONS

=m=m+pu or = =+1
= m=m+1

{ m=m'+1 droit

Deux cas : ,

m=m'—1 gauche

Le photon a une projection bien définie +1 ou —1 mais si on le regarde sous
une direction bizarre, on obtient un mélange de +1, 0 et —1.

A*m=0,7=0

A,m' =0,7 =0 transition impossible : transition interdite : A* — A —
Regle de sélection.

on peut obtenir cette tramsition mais avec deux photons ce qui est tres peu
probable.

j=1,77=0 — Diagramme de Kastler :

m=—1 m=20 m =41 j=1
p=-1 X\ /op=+1

/

m' =0 j =0

On ne peut pas avoir la transition j = 1,m = 0 vers 5/ = 0,m’ = 0 avec un
seul photon.

—1=0—-1= gauche

+1 =0+ 1= droit

On veut vérifier les probabilités de transition par unité de temps. (sit — +o00
elles vont avoir lieu ...)

T : probabilité de transition par unité de temps
2,0=0

Amplitude de probabilité : a = (D,0 =0|T|j = 1,m =1) = (D,0|T|1,1)
c’est 'amplitude d’avoir la transition de 1'état |1,1) vers 1'état [0,0) en
émettant un photon d’axe z (6 = 0) avec une polarisation droite D

b=(G,0=0T|j=1,m=-1)=(G,0|T|1,-1)
les transitions ne sont que des transitions réfléchies

= les probabilités doivent étre les mémes.
= il peut y avoir un terme de phase sur les amplitudes.

= |a| = 0]



2.3. TRANSITION 19

Recherche du facteur de phase :
a=(D,0[T[1,1) = (D,0[Y~'TY[1,1)
= (.o )7 (Vin, 1)

= <Gv 0|T’17 *1>77777A*77A

74 : état du photon
Na= : état excité
N4 : état de atome
a = 1y1A=1Ab

7y = —1 car le moment angulaire (spin du photon) change de signe avec une
réflexion.

Na=na = n : contribution de 'atome.
X, p) = nx|X, =p)

l.n=-1 =nm=+1=a=0>b transition par dipole électrique
2.n=+4+1 =mnmn=-1=a=-b transition par dipole magnétique

Pour 0 #0
1D,0) = U [Ry(0)]|D,0), |G,0) =UI[Ry(0)]|G,0)
Est-ce que cela permet la transition |1,0) — [0,0)?

Comme on regarde dans la direction 6, le photon peut agir différemment
que le long de ’axe de quantification.

ap="(0) = (D,6|T|1,0) = (D,0|U" [Ry(6)] T|1,0)
(D,0|TUT [Ry] |1,0)
= (D,0|T ( |1, ) 1m|> T[R;(6)]1,0)

=D, 9!T\1 1) (1,1]U" [Ry(9)] 11,0)

(1) 1(6)

—;(11-1— cos 0) 1 \_/; sin 0 ;(11— Cos 9)_
d(9) = 1 7z sin 0 2(11+ cosf) 1 7 sin 0
_5(1 — cosf) ﬁsinﬁ 5(1 —i—sin@)_




20 CHAPITRE 2. DESINTEGRATIONS

_ 1
al=v(0) = —=sinfb

V2

Polarisation finale rectiligne :

1

|z) = ﬁ—\m +16G))
ly) = ﬁ(\m +1G))

a™= = (X,0|T|1,0) = (X,0[UT [R;(0)] T|1,0)

-1 1
= \ﬁ <D7OE|17 1> <17 1|UJr [Rﬂ(a)] |170> +\ﬁ (G70|7;|1a _1> <17 _1|UJr [RQ(H)] |170>
¢ agy ’ g™y
= _—aisine—k b Zsinb 1(a—Ha)sinH

V2V2 V2 V22

- 1
a™=0(9) = —i(a +0b)sind : émission rectilignement polarisée selon |x)

agbzo(&) = %(a —b)siné

Si @ = b = émission rectilignement polarisée selon |z) possible et parfaite
et aucune selon |y).
Sia = —b= on a l'inverse.

On peut donc distinguer ces deux classes de polarisation

a=b=mn=1,n,=—1= changement de parité des états final et initial

a=—b=n=—1,1m,=—1= parité des états final et initial égale

Donc il y a des regles de sélection selon une direction d’observation.



Chapitre 3

Composition des Moments
Angulaires

On veut voir comment plusieurs moments angulaires réagissent, inter-
agissent.

3.1 Composition de deux spins 3

— — — — —
Sl,SQ: [51,52} =0 — H=H; ® Hy

H = {81,53, 81z, 9.}
|++>a‘77>’|+7>7‘7+>
le) = le1, e2)
3
52 et S7 ont des actions connues (4), donc on les enleve, on fait de méme

pour les X
= le) = le1, €2)

3
S%oler, e2) = qlenez)

S1,2:2|€1,€2) = €1,2]€1,€2)

— — —
On introduit S = S + So.

— — ., = — —
U [Rﬁ(e)] — e—ze(S.n) — 6—19(51.n+5’2.n) — e—zﬁsl.n 6—195'2.n

21



22 CHAPITRE 3. COMPOSITION DES MOMENTS ANGULAIRES

donc c’est bien une rotation, et il décrit bien le systeme.

{SQ, S,,S2, S%} : on prend S? et S7 car ce sont des scalaires, donc ils com-
mutent avec S? et S,.

1=+
So: 111 = 0
o= -



