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EXAMEN

Durée : 2 heures

Tous les documents et materiels électroniques sont interdits. Les questions
marquées d'une * sont considérées comme étant plus difficiles. Le baréme
est indicatif. & =

\
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Exercice 1 (Question de cours) [2 points] Enoncer et démontrer la pro-
position sur la dérivabilité d’un produit de fonctions.

Exercice 2 [1.5 points] Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

f() = ), gla) = 2 eos(a"), hiz) = -

Exercice 3 (2 points] Calculer les intégrales suivantes :

_ i sin(z) _ 3
I —/0 cos2(z)dz et Iz—/o z cos(z)d.

Exercice 4 (3 points]
1. Donner un développement limité a Uordre 3 en 0 de la fonction sin et
un développement limité a Uordre 2 en 0 de la fonction cos.
2. Calculer la limite suivante :
sin(z) — @ cos(z)
2—0,0£0 z3 '

Exercice 5 [7 points] Le but de cet exercice est d’étudier les fonctions hy-
perboliques. On définit les fonctions sh : R — R et ch : R — R en posant
pour tout x € R,

—e~

eI 3
sh(z) = e et ch(z) =

1. Montrer que les fonctions sh et ch sont dérivables et calculer leurs
dérivées.

eT+e*
2



2. Démontrer que
1) vz € R, ch(z)? — sh(z)? = 1.

3. (a) Calculer les limites de la fonction sh en +o00 et —oo.
(b) Montrer que sh est strictement croissante.

(¢) Montrer (soigneusement) que la fonction sh est bijective de R sur

4. On note argsh : R — R la fonction réciproque de sh. Montrer que
cette fonction est dérivable et calculer sa dérivée (on pourra utiliser la

formule (1)).

Exercice 6 [8 points] Soit & > 0 un réel et f :]0,+oo[— R définie par
fl@) = 3.
1. Montrer que la fonction f est décroissante.
2. Calculer I(A) = flA f(z)dx pour tout A >0 (on pourra distinguer les
casa=1leta##1)
3. Discuter selon la valeur de o Uezistence et la valeur de limy_, o I(A).
4. Pour N € N*, on note Sy = Z;:;l kl,, Montrer que la suite (Sy)n
est strictement croissante.
5. %
(a) Pour tout k € N*, montrer que
1 k+1

1
WS » f(z)dISF-

(b) En déduire que pour tout Montrer que pour tout N € N*, on a
Sy—1<ZI(N)< Sy

6. * En utilisant linégalité ci-dessus, discuter selon les valeurs de « le
comportement (existence d’une limite finie ou infinie) de Sy lorsque
N tend vers linfini. -
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